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Nachbesprechung Bonus

• Bei Gegenbeispiel konkretes Element angeben
• Mit Definition des lcm argumentieren



Algebra



Algebra

Algebra: 𝐺,∗  für eine Menge G und eine abgeschlossene Operation ∗: 𝐺𝑘 → 𝐺

Monoid: 𝑀,∗, 𝑒
∗ ist assoziativ:    𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑐 für alle 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑀
𝑒 ∈ 𝑀 ist neutrales Element:   𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑎 für alle 𝑎 ∈ 𝑀

Gruppe: 𝐺,∗, ̂, 𝑒
G1: ∗ ist assoziativ    𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑐 für alle 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺
G2: 𝑒 ∈ 𝐺 ist neutrales Element:  𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑎 für alle 𝑎 ∈ 𝐺
G3: Jedes 𝑎 ∈ 𝐺 hat ein inverses Element: 𝑎 ∗ ො𝑎 = ො𝑎 ∗ 𝑎 = 𝑒

Eine Gruppe ist abelsch, wenn ∗ kommutativ: 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎 für alle 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺



Aufgabe

Sei 𝐺,∗, ̂, 𝑒  eine Gruppe. Beweise ෠ො𝑎 = 𝑎 für alle 𝑎 ∈ 𝐺 



Subgroups

Lagrange: Die Ordnung einer Subgroup teilt die Ordnung der 
Gruppe

Aufgabe: Finde alle Subgroups von ℤ8, ۩8  und von ℤ7, ۩7  



Morphismen

Ein Homomorphismus ist eine Funktion 𝜓: 𝐺 → 𝐻 für zwei Gruppen 
𝐺,∗, ̂, 𝑒  und 𝐻,⋆, ǁ , 𝑒′ , die folgendes erfüllt:

𝜓 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝜓 𝑎 ⋆ 𝜓(𝑏) für alle 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺

Wenn diese Funktion zusätzlich bijektiv ist, ist es ein 
Isomorphismus. Man schreibt dann 𝐺 ≃ 𝐻.



Isomorphismus beweisen

Zu beweisen: 𝐺 ≃ 𝐻 für zwei Gruppen 𝐺,∗, ̂, 𝑒  und 𝐻,⋆, ǁ , 𝑒′ :
• Funktion 𝜓: 𝐺 → 𝐻 finden
• Homomorphismus zeigen: 
  𝜓 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝜓 𝑎 ⋆ 𝜓(𝑏) für alle 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 zeigen 
• Injektivität von 𝜓 zeigen
• Surjektivität von 𝜓 zeigen



Aufgabe



Zyklische Gruppen

• Für eine Gruppe G und ein 𝑎 ∈ 𝐺 ist die Gruppe generiert von a:
𝑎 = {𝑎𝑖|𝑖 ∈ ℤ}

𝑎  ist eine Subgroup von G
• Eine Gruppe G ist zyklisch, wenn es ein 𝑔 ∈ 𝐺 gibt mit 𝑔 = 𝐺



Generatoren finden

Wir wollen einen Generator einer zyklischen Gruppe G finden:
• Gruppenordnung |G| berechnen
• Die Ordnung jedes Elements muss nun ein Teiler der 

Gruppenordnung sein
• Wenn für ein 𝑔 ∈ 𝐺 gilt ord 𝑔 = 𝐺 , ist es ein Generator
• Somit finden wir die Generatoren durch Ausprobieren
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